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随机图: 概率与图论的邂逅

胡洁洋

1 问题的引入: 从社交网络到随机图

在信息化高度发达的今天, 每个人都生活在一个巨大的社交网络中. 我们的每一次点赞、

分享, 甚至一次简单的聊天, 都在无形中连接着这个网络的节点. 试想在一个大型社交平台上,

随机选择两个人, 他们之间是否是好友? 这样的关系网络又是否表现出整体的规律性? 我们

又该如何量化这个复杂网络的行为?

社交网络的规模通常非常庞大——拥有数亿甚至数十亿个用户. 每个用户可以被看作是

一个网络中的“节点”, 每一对好友关系则构成了一条“边”. 然而, 用户之间是否相互连接往往

具有随机性: 有人拥有数千好友, 有人只有寥寥数人. 如此复杂而动态的系统背后隐藏了什么

样的结构特性? 如果样本足够多, 我们确实可以将一对用户是否为好友视为随机事件, 运用我

们学过的概率论知识构建模型.

为了简单起见, 我们可以假设社交网络的每一对用户有概率 p 成为好友, 且这个概率对于

每一对用户都是相同、独立的, 这样我们就抽象出了 Erdős–Rényi 随机图模型 (Erdős–Rényi

random graph model) .

定义 1.1 (Erdős–Rényi 随机图模型). 给定 n ∈ N∗ 和 p ∈ [0, 1], 设 V := [n], 随机图 G = (V,E)

由以下方式生成: 对 G 的任意两个不同顶点 x, y, 边 {x, y} 有 p 的概率在 E 中, 且与其他

边的生成独立. 称此图模型为 n 个顶点, 密度为 p 的 Erdős–Rényi 随机图模型. 我们记

G ∼ Gn,p.

在这个模型的假设下, 我们就可以开始着手研究我们关心的话题, 比如: 网络中是否可能

存在“孤岛”, 即完全没有连接的用户群体; 网络是否完全连通, 即所有用户都能通过某些好友

路径间接联系; 若 p 足够小, 网络可能会破碎成多个孤立的子图, 甚至有孤立点出现; 若 p 足

够大, 则可能形成一个“巨型连通分支”. 这些现象之间有怎样的临界点? 比如, 当 p 较小的时

候, 图中可能几乎没有边; 当 p 接近于 1 时, 图中大多数的节点会被连接, 很大可能所有人都

处在同一个网络之中, 而没有“信息孤岛”.

本文仅涉及最为浅显的数学分析和概率论知识, 尝试运用朴素的概率工具研究 ER 模型

最为基础的话题, 揭示随机图最为基本的数学规律. 在开始之前, 让我们先回顾一下我们拥有

的概率论知识, 发展一套趁手的工具, 供我们随时取用.
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2 随机图问题的工具箱

随机变量的矩能够提供信息, 比如我们可以利用矩得到尾部概率的估计. 所谓尾部概率,

就是 P(X ≥ x)(通常 x 远大于 X 的期望) 和 P(X ≤ x)(通常 x 远小于 X 的期望), 我们将

前者称为上尾 (或右尾) 概率 (upper/right tail probability) , 将后者称为下尾 (或左尾) 概率

(lower/left tail probability) .

一阶矩和二阶矩能对尾概率提供上下界估计, 由此衍生出一阶矩方法和二阶矩方法, 本节

尝试介绍之.

2.1 一阶矩方法

所谓一阶矩方法 (first moment method) 看起来非常平凡, 但我们会发现其在随机图的估

计中非常有效. 一阶矩方法的强大之处源于数学期望非平凡的性质: 定义于联合概率空间上

的随机变量 X1, X2, · · · , Xn 的一阶矩存在, 则

E

[
n∑

i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

E[Xi],

此式成立不需要其他任何条件, 特别地, 就算它们之间两两不独立, 此式仍然成立, 所以我们

可以通过将随机变量 X 分解为若干小的 (示性) 随机变量, 从而方便地求出 E[X].

定理 2.1 (一阶矩方法). 对于非负整值随机变量 X, 有

P(X > 0) ≤ E[X].

证明. 由 Markov 不等式,

P(X > 0) = P(X ≥ 1) ≤ E[X]

1
= E[X].

此定理的使用范式为: 如果我们想证明随着 n 的增大, 某个“坏”事件以接近 1 的概率不

出现, 我们就可以令随机变量 Xn 为其出现的次数 (可以显式地写为一些示性随机变量之和),

如果我们证明了 E[Xn] → 0, 当 n → ∞, 那么 P(Xn > 0) → 0.

将定理 2.1写为事件的形式, 我们有

推论 2.2. 令 Bn = An,1 ∪ An,2 ∪ · · · ∪ An,mn, 其中 An,1, An,2, · · · , An,mn 是事件. 若记

µn :=
mn∑
i=1

P(An,i),

则 P(Bn) ≤ µn. 特别地, 若 µn → 0 当 n → ∞, 则 P(Bn) → 0 当 n → ∞.

证明. 令 X =
∑mn

i=1 1An,i
, 由定理 2.1即得证.
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2.2 二阶矩方法

一阶矩方法给出了非负整值随机变量为正概率的上界估计, 那么二阶矩方法 (second mo-

ment method) 就可以给出此概率的下界估计.

一个非常朴素的方法是通过 Chebyshev 不等式直接得到下界:

P(X > 0) = 1− P(X = 0) ≥ 1− P(|X − E[X]| ≥ E[X]) ≥ 1− Var[X]

E[X]2
. (1)

这个不等式实际上在处理大部分情况已经完全足够用, 但通过下面的 Paley-Zygmund

不等式, 我们还能给出更紧的版本.

定理 2.3 (Paley-Zygmund). 对于非负随机变量 X 和实数 θ ∈ (0, 1), 有

P(X ≥ θE[X]) ≥ (1− θ)2
E[X]2

E[X2]
.

证明. 由 Cauchy-Schwarz 不等式,

E[X] = E[X;X < θE[X]] + E[X;X ≥ θE[X]]

≤ θE[X] + E[X1X≥θE[X]]

≤ θE[X] +
√
E[X2]E[1X≥θE[X]]

= θE[X] +
√
E[X2]P(X ≥ θE[X]),

整理即得.

由此我们马上有:

定理 2.4 (二阶矩方法). 对非负随机变量 X, 有

P(X > 0) ≥ E[X]2

E[X2]
. (2)

证明. 在定理 2.3中, 令 θ ↓ 0 即得证.

简单的计算表明, (2) 比 (1) 紧一些, 我们将定理 2.4称为二阶矩方法, 由于定理 2.4是定

理 2.3的简单推论, 有时我们会将定理 2.3称为一般的二阶矩方法.

有了二阶矩方法, 我们只需计算 E[X]2 和 E[X2] 的比值即可给出 P(X > 0) 的下界估计,

特别地, 在随机图方面, 我们可以更加“工具化”一下这个不等式, 也就是下面事件版本的二阶

矩方法.

推论 2.5. 令 Bn = An,1 ∪ An,2 ∪ · · · ∪ An,mn, 其中 An,1, An,2, · · · , An,mn 是事件. 记 i
n∼ j, 若

An,i 和 An,j 不独立. 记
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µn :=
mn∑
i=1

P(An,i), γn :=
∑
i
n∼j

P(An,i ∩ An,j),

则若 µn → ∞ 且 γn = O(µ2
n) 当 n → ∞, 则

lim inf
n→∞

P(Bn) > 0,

进一步, 若 γn = o(µ2
n), 则

lim
n→∞

P(Bn) = 1.

证明. 令 Xn =
∑mn

i=1 1An,i
, 分别计算 E[Xn] 和 E[X2

n]. 一方面,

E[Xn] =
mn∑
i=1

E[1n,i] =
mn∑
i=1

P(An,i) = µn,

另一方面,

E[X2
n] =

mn∑
i=1

E[1n,i] +
∑
i,j

E[1n,i1n,j]

= µn +
∑
i,j

P(An,i ∩ An,j)

= µn +
∑
i,j

P(An,i ∩ An,j − P(An,i)P(An,j)) +
∑
i,j

P(An,i)P(An,j)

≤ µn +
∑
i
n∼j

P(An,i ∩ An,j) + µ2
n

= µn + µ2
n + γn.

于是,

P(Bn) = P(Xn > 0) ≥ E[X]2

E[X2]
≥ µ2

n

µn + µ2
n + γn

=

(
1 +

1

µn

+
γn
µ2
n

)−1

,

代入定理假设即证.

注意此推论是要比定理 2.4弱的, 因为在计算 E[X2
n] 时我们进行了放缩. 所以如果用推

论 2.5得不到结果的时候, 可以再试试直接验证定理 2.4, 在后面的例子中也有所体现.

2.3 Chernoff-Cramér 方法

Chebyshev 不等式给出了随机变量尾概率平方反比的估计, 但对于很多情况而言, 显然不

是最好的. 以标准正态分布为例, 即若 X ∼ N(0, 1), 简单的计算表明

P(|X| ≥ β) ∼
√

2

π
β−1 exp

(
−β2

2

)
,

而右边要远好于 β−2 的估计.

为了得到指数级别的估计, 我们需要引入矩母函数 (moment generating function).
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定义 2.6. 对于随机变量 X, 定义其矩母函数

MX(s) := E[esX ] =
∑
k≥0

sk

k!
E[Xk]

若 E[esX ] 有限.

由此, 我们有 Chernoff-Cramér 界.

引理 2.7 (Chernoff-Cramér 界). 设随机变量 X, 且对存在 s0, 使得对于任意 s ∈ (−s0, s0),

MX(s) < ∞. 那么对任意 β > 0 和 s ∈ (0, s0),

P(X ≥ β) ≤ exp(−sβ +ΨX(s)),

这里 ΨX(s) := logMX(s) 为累积生成函数.

证明. 由 Markov 不等式,

P(X ≥ β) = P(esX ≥ esβ) ≤ E[esX ]
esβ

= exp(−sβ +ΨX(s)).

回到上面的标准正态分布, 我们熟知标准正态分布的矩母函数为

MX(s) = exp
(
s2

2

)
,

于是

P(X ≥ β) ≤ inf
s>0

exp
(
−sβ +

s2

2

)
= exp

(
−β2

2

)
,

给出的结果就比之前好得多.

2.3.1 次高斯随机变量

除了正态分布, 还有很大一类随机变量的尾概率也会有如此渐近性态, 如果我们归纳一下

共性, 可以得到以下定义.

定义 2.8. 对随机变量 X, 设其期望为 µ, 若对某个 ν > 0, 满足对任意 s > 0,

ΨX−µ(s) ≤
s2ν

2
,

则称 X 是参数为 ν 的次高斯随机变量 (sub-Gaussian random variable), 记为 X ∈ sG(ν).

由定义, 我们立即得到

P(X − µ ≥ β) ∨ P(X − µ ≤ −β) ≤ exp
(
−β2

2ν

)
.

这里我们用到了 −X 也是次高斯的.
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定理 2.9 (Hoeffding 不等式). 设相互独立的随机变量 X1, X2, · · · , Xn 满足 Xi ∈ sG(νi), 1 ≤

i ≤ n, 这里 0 < νi < ∞, 并给定 w1, w2, · · · , wn ∈ R, Sn =
∑

i≤n wiXi, 则

Sn ∈ sG
(

n∑
i=1

w2
i νi

)
.

特别地,

P(Sn − E[Sn] > β) ≤ exp
(
− β2

2
∑n

i=1 w
2
i ν

2
i

)
.

定理 2.9的证明是平凡的, 因为可以直接写出 Sn 的矩母函数.

2.3.2 次指数随机变量

可惜事无完美, 并非我们关心的所有随机变量都是次高斯随机变量. 比如对于X ∼ N(0, 1),

我们有

MX2−1(s) =
1

es(1− 2s)1/2
, 0 < s <

1

2
,

但当 s ≥ 1
2
时, MX2−1(s) = ∞. 然而 Taylor 展开告诉我们在 |s| < 1

4
时,

ΨX2−1(s) ≤ 2s2,

所以是可以看作是“部分”次高斯的. 我们称这样的随机变量为次指数随机变量 (sub-exponential

random variable).

定义 2.10. 对随机变量 X, 其期望为 µ, 称之为参数 (ν, α) 的次指数随机变量, 若对任意

|s| < 1
α
,

ΨX−µ(s) ≤
s2ν

2
,

这里 ν, α > 0. 记为 X ∈ sE(ν, α).

比如, 在上面的例子中, X2 ∈ sE(4, 4).

再次使用引理 2.7, 有对任意 β > 0,

P(X − µ ≥ β) ≤


exp

(
−β2

2ν

)
, 0 < β ≤ ν

α
;

exp
(
− β

2α

)
, β >

ν

α
.

类似 Hoeffding 不等式, 次指数随机变量也有如下结果.

定理 2.11 (Bernstein 不等式). 设相互独立的随机变量 X1, X2, · · · , Xn 满足 Xi ∈ sE(νi, αi),

1 ≤ i ≤ n, 这里 0 < νi, αi < ∞, 并给定 w1, w2, · · · , wn ∈ R, Sn =
∑

i≤n wiXi, 则

Sn ∈ sE
(

n∑
i=1

w2
i νi,max

i
|wi|αi

)
,
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特别地,

P(Sn − E[Sn] ≥ β) ≤


exp

(
− β2

2
∑n

i=1 w
2
i νi

)
, 0 < β ≤

∑n
i=1 w

2
i νi

maxi |wi|αi

;

exp
(
− β

2maxi |wi|αi

)
, β >

∑n
i=1 w

2
i νi

maxi |wi|αi

.

定理 2.11的证明同样是平凡的, 不再指出.

对于有界随机变量, 它是次高斯的, 同时也是次指数的. 应用定理 2.11, 有

定理 2.12 (有界随机变量的 Bernstein 不等式). 设相互独立的随机变量 X1, X2, · · · , Xn 满足

Xi 的期望为 µi, 方差为 σ2
i , 且对某个 0 < c < ∞, |Xi − µi| ≤ c, 令 Sn =

∑n
i=1 Xi, 则

P(Sn − E[Sn] ≥ β) ≤


exp

(
− β2

4
∑n

i=1 σ
2
i

)
, 0 < β ≤

∑n
i=1 σ

2
i

c
;

exp
(
− β

4c

)
, β >

∑n
i=1 σ

2
i

c
.

证明. 只需证明 Xi ∈ sE(2σ2
i , 2c). 对 k ≥ 2,

E[|Xi − µi|k] ≤ ck−2E[(Xi − µi)
2] = ck−2σ2

i ,

于是

E(es(Xi−µi)) = 1 +
∞∑
k=2

sk

k!
E[(Xi − µi)

k]

≤ 1 +
∞∑
k=2

sk

k!
ck−2σ2

i

≤ 1 +
s2σ2

i

2
+

s2σ2
i

6

∞∑
k=1

(cs)k

= 1 +
s2σ2

i

2
+

s2σ2
i

6

cs

1− cs

≤ 1 + s2σ2
i

≤ exp
(
s2σ2

i

)
,

当 s ≤ 1
2c

, 进而结论得证.

实际上, 也有有界版本的 Hoeffding 不等式, 但是在 β 比较小时会弱于定理 2.12, 这与我

们的直觉不同: 好像次高斯要比次指数强, 但得到的不等式却弱于后者.

二阶矩方法和 Chernoff-Cramér 方法的比较

从上面可以看出, Chernoff-Cramér 方法对于离散和连续的随机变量均适用, 而且得到的

尾概率量级是优于二阶矩方法的, 但其限制条件比较多, 可能需要计算出矩母函数才能给出估

计, 然而对于一些互相依赖、不独立的随机变量之和, 计算矩母函数可能就没那么现实了. 而

二阶矩方法对于处理离散概率的情况就会比较方便.
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3 探索随机图: 阈值和尾概率

拥有了这些工具, 探索随机图的道路便会平坦许多.

我们首先来关注所谓“阈值”现象. 前面提到, 随机图的一些现象会随着概率的增大而发生

变化, 我们希望找到一个变化的临界点. 将其严格化, 我们引入阈值函数 (threshold function).

设 Gn ∼ Gn,pn , n ∈ N∗, 对于图的某种性质 P , 若函数 r(n) 满足

lim
n→∞

Pn,pn(G有性质P ) =

0, pn ≪ r(n),

1, pn ≫ r(n),

则称 r 是图性质 P 的阈值函数.

3.1 最大团数阈值

定理 3.1. 性质 Gn包含完全子图K4 的一个阈值函数为 n−2/3.

证明. 记 Xn 为 Gn ∼ Gn,pn 中的 4− 团的个数, 则

E[Xn] =

(
n

4

)
p6n = Θ(n4p6n).

先考虑 pn 足够小的一侧. 由一阶矩方法, 若 pn ≪ n−2/3, 则 P(Gn包含完全子图K4) → 0.

再考虑另一侧. 记 mn =
(
n
4

)
, An,1, An,2, · · · , An,mn 为一列事件, 将这 n 个顶点组成的所

有四元组任意排序, 其中 An,i 表示第 i 组顶点的子图构成完全图, 若用推论 2.5的记号, 我们

来计算 µn, γn.

首先

µn = E[Xn] =

(
n

4

)
p6n = Θ(n4p6n).

另一方面, 当 pn ≫ n−2/3 时, 先考虑何时 i
n∼ j. 当且仅当 i 组和 j 组的完全子图有公共

边, 也就是它们之间有至少两个公共点的时候 An,i 与 An,j 不独立, 因此

γn =
∑
i
n∼j

P(An,i ∩ An,j)

=
∑
i

 ∑
j组,i组有三个公共点

P(An,i ∩ An,j) +
∑

j组,i组有两个公共点

P(An,i ∩ An,j)


=
∑
i

 ∑
j组,i组有三个公共点

p9n +
∑

j组,i组有两个公共点

p11n


=
∑
i

((
4

3

)(
n− 4

1

)
p9n +

(
4

2

)(
n− 4

2

)
p11n

)
= Θ(n5p9n) + Θ(n6p11n )

= o(µ2
n),
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而 µn → ∞ 当 n → ∞, 于是由推论 2.5, P(Gn包含完全子图K4) → 1.

3.2 连通性阈值

我们从开始孤立点的存在性开始.

定理 3.2. 性质“没有孤立点”的一个阈值函数为 logn
n

.

证明. 设 Xn 为随机图 Gn ∼ Gn,pn 的孤立点数, 则当 pn ≫ logn
n

时,

E[Xn] = n(1− pn)
n−1 ≤ exp(logn− (n− 1)pn) → 0.

由一阶矩方法,

P(Xn > 0) → 0, n → ∞.

另一方面, 设 Bn = An,1 ∪ An,2 ∪ · · · ∪ An,n, 其中 An,i 为事件“顶点 i 是孤立点”. 若用推

论 2.5的记号, 我们来计算 µn, γn.

类似上一例,

µn = E[Xn] = n(1− pn)
n−1 ∼ exp(logn− npn) → ∞, n → ∞.

再计算 γn. 对于任意的 i ̸= j, An,i, An,j 不独立, 于是

γn =
∑
i ̸=j

P(An,i ∩ An,j)

=
∑
i ̸=j

(1− pn)
2n−3

= n(n− 1)(1− pn)
2n−3

̸= o(µ2
n),

因此我们不能用推论 2.5的方法, 于是直接求 E[X2
n]. 注意 E[X2

n] = µn + γn, 于是

E[Xn]
2

E[X2
n]

=
µ2
n

µn + γn
=

n2(1− pn)
2n−2

n(1− pn)n−1 + n(n− 1)(1− pn)2n−3
→ 1, n → ∞,

于是

1 ≥ P(Xn > 0) ≥ E[Xn]
2

E[X2
n]

→ 1,

由夹逼定理,

P(Bn) = P(Xn > 0) → 1,

于是结论成立.
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备注 3.3. 如果把 ≫ 的条件进一步弱化为对任意 ε > 0, 若 pn ≥ (1 + ε) logn
n

, 则直接计算得

P(G存在孤立点) → 0

仍然成立; 类似地, 若 pn ≤ (1− ε) logn
n

, 则

P(G存在孤立点) → 1

也成立, 可以看出, 这个阈值更加“锐利”. 于是对一般的阈值函数, 我们也可以定义其是否锐

利. 设 Gn ∼ Gn,pn , n ∈ N∗, 对于图的某种性质 P , 若函数 r(n) 满足对任意 ε > 0, 都有

lim
n→∞

Pn,pn(G有性质P ) =

0, pn ≤ (1− ε)r(n),

1, pn ≥ (1 + ε)r(n),

则称 r 是图性质 P 的锐利阈值函数 (sharp threshold function), 从图 1中就可看出锐利阈值函

数和一般阈值函数的对比.

Θ(pt)

pt

p

1

ε

1− ε

阈值函数

o(pt)

pt

p

1

ε

1− ε

锐利阈值

图 1: 阈值函数与锐利阈值函数的对比

研究了孤立点, 我们来看它的连通性. 注意不存在孤立点要比连通性条件弱, 但是它们的

阈值函数居然相同. 我们有:

定理 3.4. 性质“图连通”的一个阈值函数为 logn
n

.

证明. 由定理 3.2, 当 pn ≪ logn
n

, Gn 几乎必然会出现孤立点, 于是其几乎必然不连通.

下面考虑另一侧. 当 pn ≫ logn
n

, 记事件 Dn 为 Gn 不连通. 设 Yk 为与其他 n− k 个顶点

不连通的 k− 顶点子图数目, 且 k ∈ {1, 2, · · · , ⌊n
2
⌋}(Gn 可以分为若干个连通分支, 其中最小

的连通分支的规模一定不超过 ⌊n
2
⌋), 那么由一阶矩方法,

P(Dn) = P

 ⌊n
2
⌋∑

k=1

Yk > 0

 ≤
⌊n
2
⌋∑

k=1

E[Yk].
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注意到
⌊n
2
⌋∑

k=1

E[Yk] =

⌊n
2
⌋∑

k=1

(
n

k

)
(1− pn)

k(n−k)

≤
⌊n
2
⌋∑

k=1

nk(1− pn)
n
2
k

≤
∞∑
k=1

nk(1− pn)
n
2
k

=
n(1− pn)

n
2

1− n(1− pn)
n
2

= o(1), n → ∞,

于是 P(Dn) → 0, 当 n → ∞, 结论得证.

备注 3.5. 实际上我们也可以证明这个阈值是锐利的. 图 2展示了图的连通性.

(a) pn ≫ log n
n

, 很可能连通 (b) pn ≪ log n
n

, 很可能存在孤立点

图 2: 随机图的连通性变化

3.3 环的产生

定理 3.6. 性质“存在环”的一个阈值函数为 1
n
.

证明. 一侧的证明是标准的, 仍然是一阶矩方法的应用. 记 Xn 为 Gn 环的个数, 则对于圈长

为 k 的环, 如果选定顶点, 有 (k−1)!
2

种成环方法, 于是

E[Xn] =
n∑

k=3

(
n

k

)
(k − 1)!

2
pkn ≤

n∑
k=3

(npn)
k ≤ (npn)

3

1− npn
→ 0,



瀚海之巅 12

当 pn ≪ 1
n
, 进而 P(Gn无环) → 0.

对于另一侧, 我们可以验证当 pn ≫ 1
n

时, P(Gn中含三角形) → 1, 具体方法与定理 3.1类

似, 留作习题.

由此可见, 当 pn ≪ 1
n

时, 随着 n 变大, Gn 几乎必然会变成森林, 如图 3, 然而对于 c < 1,

如果令 pn = c
n
, 却没有这样的性质, 所以这个阈值不是锐利的.

图 3: 当 pn ≪ 1
n
, 图很可能变成森林

结束之前, 我们还可以列几个阈值函数, 供读者练习:

• 性质“图的直径 ≤ 2(即对每组顶点 x ̸= y, 存在 z, 使得 {x, z}, {y, z} ∈ V )”的锐利阈值

函数为
√

2 logn
n

.

• 性质“图仅含一个巨大连通分支和若干孤立点”的锐利阈值函数为 logn
2n

.

最后, 让我们以一个优雅而奇妙的定理结束我们对阈值的探讨.

对于图性质 P , 如果对任意满足 P 的图 G 任意加一条边, 仍然满足性质 P , 称 P 是单调

的; 如果对任意充分大的 n, 总存在 n 个顶点的图 G 满足 P , 也存在 n 个顶点的图 G 不满足

P , 则称 P 是非平凡的, 那么我们有:

定理 3.7 (Bollobás and Thomason, 1987). 每个非平凡单调图性质存在阈值函数.

限于篇幅以及涉及到耦合技巧, 此定理的证明不在本文范围之内.

3.4 最大度估计

最后我们展示 Chernoff-Cramér 方法的一个应用, 我们通常喜欢将随机变量分解为若干

示性随机变量之和, 示性随机变量是一致有界的 (都在 [0, 1] 内), 所以我们可以利用此特点,

结合有界版本的 Bernstein 不等式很好地估计尾概率, 我们以最大度的估计为例.
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命题 3.8. 对于图 Gn ∼ Gn,pn, 记 Dn 为 GN 顶点度数最大值. 若 npn = ω(logn), 则对任意

ε > 0, 当 n → ∞ 时,

P(|Dn − (n− 1)pn| ≥ 2
√

(1 + ε)npn logn) → 0.

证明. 对任意一个顶点 v, 其度数 δ(v) = Sn−1 ∼ B(n− 1, pn), 于是设

Sn−1 =
n−1∑
k=1

Xk,

其中 X1, · · · , Xn−1 独立同参数为 pn 的伯努利分布, 于是在 Bernstein 不等式中取 µi = pn,

σi = pn(1− pn), 及 c = 1. 由定理 2.12, 若记 ν = (n− 1)pn(1− pn), 则

P(Sn−1 − (n− 1)pn ≥ β) ≤


exp

(
−β2

4ν

)
, 0 < β ≤ ν,

exp
(
−β

4

)
, β > ν,

由假设, 取

β = 2
√

(n− 1)pn(1− pn)(1 + ε) logn = o(ν),

代入上面有

P(Sn−1 ≥ (n− 1)pn + 2
√
(n− 1)pn(1− pn)(1 + ε) logn) ≤ n−1−ε,

于是

P(Dn−1 ≥ (n− 1)pn + 2
√

(n− 1)pn(1− pn)(1 + ε) logn) ≤ n · n−1−ε → 0

当 n → ∞, 同理可得另一边估计.

备注 3.9. 如果我们用 Hoeffding 不等式来估计, 我们只能取 β =
√
(1 + ε)n logn, 我们只能估

计到 O(1) 的数量级.

4 回顾与展望

虽然 Erdős–Rényi 模型为我们提供了一个简单而有效的工具来理解随机图的基本特性,

但它也有一些局限性. ER 模型假设所有节点之间的连接概率是相同的, 这使得它在描述现实

世界中的许多网络时, 显得过于简化. 比如, 社交网络中并非每个人都与其他人有同等的联系;

而且我们通常会看到一些节点的连接非常密集, 而有些节点几乎没有连接.

为了克服这些问题, 研究者们提出了许多更复杂的随机图模型. 例如，渗流模型就更加关

注网络中节点或边的“占据”情况, 特别是当某些部分被断开时, 网络的连通性如何发生变化;

小世界网络模型则很好地模拟了现实世界中的“六度分隔”现象, 网络中的节点通过少数几个
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中介就能连接起来; 而无尺度网络模型则揭示了许多真实网络中, 少数几个“超级节点”拥有大

量的连接, 这种现象在互联网和社交网络中非常普遍.

尽管 ER 模型简单易懂, 但随着研究的深入, 我们逐渐认识到, 现实世界中的网络远比我

们想象的复杂. 随机图的世界远远不止于此, 未来我们将看到更多新模型的出现, 以及它们如

何帮助我们理解社交网络、互联网、数据科学等领域的复杂性. 所以, 本文提供了随机图“入

门”级的领略, 其真正深奥且吸引人的地方, 留待读者自己挖掘.
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附录: 符号说明

为了方便读者理解本文中的数学公式和符号, 以下是本文中用到的主要符号的说明:

• G = (V,E): 图, 其中 V 是节点集, E 是边集

• [n]: 代表集合 {1, 2, · · · , n}

• ∼: 代表“分布”或表示等价量.

• O: 称 f(n) = O(g(n)), 若存在 C > 0, 使得任意充分大的 n, |f(n)| ≤ C|g(n)|

• Ω: 称 f(n) = Ω(g(n)), 若存在 c > 0, 使得任意充分大的 n, |f(n)| ≥ c|g(n)|

• Θ: 称 f(n) = Θ(g(n)), 若 f(n) = O(g(n)), f(n) = Ωg(n)

• o: 称 f(n) = o(g(n)), 若当 n → ∞, f(n)/g(n) → 0

• ω: 称 f(n) = ω(g(n)), 若 g(n) = o(f(n))

• ≪: 称 f(n) ≪ g(n), 若 f(n) = o(g(n))

• ≫: 称 f(n) ≫ g(n) 若 g(n) = o(f(n))
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